Definition 1: Es sei R im folgenden stets
ein unendlicher, nullteilerfreier, kommutativer
Hauptidealring so, daf3

VO £ I < R: |R/I| < o.

Wir nennen eine Abbildung f : R — R rest-
klassenweise affin oder kurz rcwa-Abbildung,
wenn es ein vom Nullideal verschiedenes Ideal
Iy < R so gibt, dal die Einschrankung von f

aut eine Restklasse r+ [ € R/I  gegeben st

durch
. CLT N _|_ br

n
Cr

fiir gewisse ay, by, ¢, € R.

Wir bezeichnen die Menge aller rewa-Abbildun-
gen des Ringes R mit Rewa(R), und setzen

RCWA(R) = Rcwa(R) N Sym(R).

Rewa(R) ist Halbgruppe, und RCWA(R) ist
echte Untergruppe von Sym(R) — Beweis ele-
mentar und einfach.



Beispiele 1:

falls n gerade,

n
)
3”; L sonst.

T € Rewa(Z) : n+— {

(37”“ falls n = 0 (2),
n — 9 anl falls m =1 (4),
\ 3’”’4_ L falls n =3 (4).

r € ROWA(GF(2)[z]) :

2
(@ ;25’?11)13 falls P = 0(z?+1),
2
@ +$;1>P+x falls P = 1(x?+1),
P|_>< , re+1 ,
@ +g;§i)1p+x falls P = z(z°+1),
2 2
\ (z +$—|—;%if(£€ +1) sonst.




Definition 2: Sei f € Rewa(R). Wir wéhlen
my € R so, daf <mf> = [¢. Dadurch ist my
bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig
bestimmt. Wir setzen nun den

e Modul Mod(f) von f gleich |m |, den

e Multiplikator Mult(f) von f
gleich | kgV,. ar|, den

e Divisor Div(f) von f
gleich | kgV,. ¢,|, und die

e Primteilermenge P(f) von f gleich der
Menge der Primteiler des Produktes
Mod(f) - Mult(f) - Div(f).
(Hauptidealringe sind ZPE-Ringe!)

| ‘standard-assoziiertes’ Element zu z € R.



Lemma 1 (Komposita von rcwa-Abb.):
Sind f und g rewa-Abbildungen eines Ringes R,
so ist f - g ebenfalls eine rewa-Abbildung von
R, und es gilt

1. Div(f)| Mod(f),

2. Mod(f - g)| Mod(f) - Mod(g),

3. Mult(f - g)| Mult(f) - Mult(g),

4. Div(f - g)| Div(f) - Div(g),

5.P(f-g) CP(fYUP(g),

6. p € R prim A p| Mult(f) A p 1 Div(g)
= p| Mult(f - g),

7.p € R prim A p| Div(f) A p1 Mult(g)
= p| Div(f - g),

8. f surjektiv A p € R prim A p { Mult(f)
A p| Div(g) = p|Div(f - g), und

9. f surjektiv A p € R prim A p 1 Div(f)
A p| Mult(g) = p| Mult(f - g).



Lemma 2 (Inverse von rcwa-Abb.):
Ist 0 € RCWA(R), so auch o~ !, und es gilt

1. Mod (o~ 1| Mult(o)
2. Mult(o)| Mod (o~ 1)
3. Mult(o—1) = Div(o),

4. Div(e~ 1) = Mult(o), und
5. P(c™ 1) =P(o).

- Mod(o),

)

Lemma 3: Es gilt

1. Das Bild einer recwa-Abbildung ist die Verei-
nigung einer endlichen Anzahl von Restklas-
sen und einer endlichen Teilmenge von R.

2. Ist f € Rewa(R) auf keiner Restklasse kon-
stant, und ist M C R eine Vereinigung end-
lich vieler Restklassen, so sind Bild und Ur-
bild von M unter f ebenfalls Vereinigungen
endlich vieler Restklassen.

3. Die Kardinalitdten der Mengen R, Rewa(R)
und RCWA(R) sind gleich.



Definition 3: Sei G eine Gruppe. Dann nen-
nen wir einen Homomorphismus

©: G — RCWA(R)
eine restklassenweise affine (R-) Darstellung,
oder kurz rcwa-Darstellung, von G. Ist R = Z
(Z7, GF(q)|x]), so nennen wir ¢ auch ganz-

zahlige (semilokal - ganzzahlige, modulare)
rcwa-Darstellung.

Bemerkung 1: Ist R € {Z,Zz,GF(q)|z]},
so besitzt jede endliche Gruppe treue R-rcwa-
Darstellungen.

Definition 4: Sei f : R — R eine rcwa-
Abbildung, und m € R\{0}. Dann definieren

wir den Transitionsgraphen I ¢, von f zum
Modul m wie folgt:

e Die Knoten sind die Restklassen (mod m).
e [is geht genau dann eine Kante von r1(m)
nach r9(m), wenn es ein ny € ri(m) mit
n{ € ro(m) gibt.
Damit ist I' ¢, ein gerichteter, 1.a. nicht
schlingentreier Graph.



Beispiel 2: Es seien 3,7 € RCWA(Z) gege-

ben durch

n —— X

n —— X

Dann 1st

falls n =1 (4),

sonst,

bzw.

falls n = —1 (4),

sonst.

©: Sig — RCWA(Z),
(123468) — [a, 0],
3576910) — |a, 7]

eine treue ganzzahlige rcwa - Darstellung der
symmetrischen Gruppe vom Grad 10. Die Ab-
bildung |a, §] ist gegeben durch

.
n

2n — 5
n—+ 3
2n — 4
n+2

n—>o
L 2

| DD

falls n = 0,2, 3,8 (9),

falls n = 1 (9),
falls n = 4,7 (9),
falls n =5 (9),

falls n = 6 (18),
falls n = 15 (18).



Definition 5:

e Wir nennen eine rcwa-Abbildung f zahm,
falls die Menge der Moduln ihrer Potenzen
beschrankt ist, und wild anderenfalls.

e Wir nennen eine rcwa-Abbildung f flach,
falls Mult(f) = Div(f) = 1, und ausba-
lanciert, falls die Mengen der Primteiler von
Mult(f) und Div(f) gleich sind. Die bijek-
tiven flachen Abbildungen bilden eine Un-
tergruppe von RCWA(R), Bez.: RCWA¢(R).
Offensichtlich sind flache Abbildungen zahm.

e Wir nennen eine ganzzahlige oder semilokal-
canzzahlige rewa-Abbildung f klassenweise
ordnungserhaltend, talls die Einschrankung
auf eine beliebige Restklasse (mod Mod( f))
ordnungserhaltend ist. Die klassenweise ord-
nungserhaltenden Abbildungen bilden eine

Untergruppe RCWA™(R) von ROWA(R).

Wir nennen f monotonisierbar, talls es ein
o € Sym(R) so gibt, daB f? monoton ist,
und rcwa-monotonisierbar, wenn wir tir o
sogar eine rcwa-Abbildung wéahlen koénnen.



Beispiele 3: Die Abbildung

n falls n = 0 (7),
n— <n+1 fallsn=1,2345(7),
n—>5 fallsn =6 (7)

ist flach und zu [, 8] sowie zu |, y| konjugiert.

Die Abbildung

(16n+2 fallsn =0 (32),
16n + 18 fallsn =1 (2)

und n Z —1 (32),
n—— qn—31 fallsn= -1 (32),
16 falls n = 16 (32),

n+16 fallsn=24,...,14 (32),

- 14  sonst

besitzt Ordnung 257.




Satz 1: Ist f eine zahme R-rcwa-Abbildung
und 0 € RCWA(R), so ist f? ebenfalls zahm.

Beweis: Da f nach Voraussetzung zahm ist,
kénnen wir m € R\{0} so wihlen, daf

Vn € Z Mod(f")|m, falls f bijektiv, bzw.
Vn € N Mod(f")|m sonst.
Es gilt Mod((f9)") = Mod(c="- - o), und

dies ist nach Lemma 1, Aussage (2) ein Teiler
von Mod(a~1) - Mod(f™) - Mod(o), also nach
obigem auch von m - Mod(o) - Mod(e—1). Da
letzterer Ausdruck nicht von n abhéangt, folgt
die Behauptung. []

Satz 2: Enthalt der Ring R unendlich viele
Primelemente, so ist RCWA(R) nicht endlich

erzeugt.

Satz 3: Die Gruppe RCWA(Z) operiert hoch
transitiv aut Z.

Nach Dixon / Mortimer: Permutation Groups,
Korollar 7.2A operiert damit ein etwaiger nicht-
trivialer Normalteiler von RCWA(Z) ebenfalls

hoch transitiv auf Z.



Satz 4: Die Gruppe RCWA(Z) operiert tran-
sitiv auf der Menge der von () und Z verschie-
denen Vereinigungen endlich vieler Restklassen
von 2.

Bemerkung 2: Fiir andere Ringe als Z ist die
Aussage von Satz 4 i.a. falsch.

Satz 5: Ist 0 € RCWA(R) und gibt es ein
Vielfaches m von Mod(o) so, dal der Transi-
tionsgraph I's , von o zum Modul m schwache
Zusammenhangskomponenten besitzt, die nicht
stark zusammenhangend sind, so ist o wild.

Satz 6: Zahme bijektive R-rcwa-Abbildungen
sind erst recht ausbalanciert.

Bemerkung 3: Wir induzieren eine Topologie
auf dem Ring R, indem wir als Basis die Men-
ge der Restklassen wahlen. Im Fall R = Z ist
dies die Topologie, die Harry Fiirstenberg in sei-
nem topologischen Beweis fiir die Existenz un-
endlich vieler Primzahlen verwendet hat. Nach

Lemma 3, Aussage (2) ist RCWA(R) nun eine
Gruppe von Homoomorphismen.



Beispiel 4:

o € RCWA(Z),

.
n

n -+

10(12) ————> 11(

falls n = 0 (4),

3”’; S fallsn=1 (4),
2n + 3 fallsn =2 (12),

2 fallsn =3,7(12),
falls n = 6 (12),
1 fallsn =10 (12),

2n — 3 fallsn =11 (12).
\

\
B

(12)

/ 3n+3

w‘



Satz 7: Ist f € Rewa(Z)\ RCWA(Z) surjektiv

und rewa-monotonisierbar und ist Mult(f) # 0,
dann gibt es ein k& € N so, dafl es hochstens

endlich viele n € Z mit |n/ k| > |n| gibt.

Vermutung 1: Genau diejenigen Abbildun-
gen 0 € RCWA(R) sind zahm, die zu einer
flachen Abbildung konjugiert sind.

Satz 8: Zu geradem r € N besitzt die Grup-
pe RCWA (Z) unendlich viele Konjugiertenklas-
sen von Elementen der Ordnung r. Insbesonde-
re gibt es unendlich viele Konjugiertenklassen
von Involutionen.

Vermutung 2: Zu ungeradem r € N besitzt
die Gruppe RCWA(Z) genau so viele Konju-
giertenklassen von Elementen der Ordnung r,
wie es Teillmengen der Menge der Teiler von r
mit kleinstem gemeinsamen Vielfachen r gibt.



Beispiel 5: Die Abbildung 0 € RCWA(Z) sei
gegeben durch

(=5 falls n = 3 (12),

3”’;6 falls n = 6 (12),

ntl falls n = 5 (36),

”T9 falls n = 24 (36),

2n falls n = 12,21 (36),

2n 42 falls n = 2,29 (36),

n+1 fallsn=14,17,26 (306),

n sonst.

Dann ist ¢ eine Permutation unendlicher Ord-
nung, besitzt jedoch vermutlich ausschliefilich

endliche Zykel (!).
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