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Motivation (I)

Grundbegriffe (I)

Es sei R ein unendlicher euklidischer Ring,
der mindestens ein Primelement enthalt, und
dessen Restklassenringe alle endlich sind.

‘Typisches' Beispiel: R = Z.

Weitere Beispiele:

R=1Z: R=F,a], R=Z.

3n+1 - Vermutung: Iterierte Anwendung
der Collatz-Abbildung

T: Z— 17,

% falls n gerade,
n — 3nl

"T falls n ungerade

auf eine beliebige natiirliche Zahl fiihrt nach
endlich vielen Schritten zur 1, d.h. es gilt

VneN FkeNg: nl=1.

Diese Vermutung wurde um das Jahr 1930
von Lothar Collatz aufgestellt und ist bis heu-
te unbewiesen.

Beispiel: Beginnt man bei n = 7, so erhdlt
man die Folge

7,11,17,26,13,20,10,5,8,4,2, 1.

Grundbegriffe (II)

Eine Abbildung f : R — R heiBe rest-
klassenweise affin oder kurz rcwa-Abbildung,
wenn es ein m € R\ {0} so gibt, daB die
Einschrankungen von f auf die Restklassen
r(m) € R/mR affin sind.

Das heiBt, es gebe zu jeder Restklasse r(m)
Koeffizienten a, .y, b,(1m), ¢r(m) € R so, daB
die Einschrankung der Abbildung f auf die
Menge r(m) = {r + km|k € R} gegeben ist
durch

flrgmy + (M) — R,

Ap(m) T + br(m)

Cr(m) '
Das Ringelement m werde als Modul von f
bezeichnet. Um Eindeutigkeit zu erreichen sei
m multiplikativ minimal gewahlt.

n —

Motivation (II)

Konjugation der Collatz-Abbildung T mit ei-
ner Permutation o € (Sym(Z) )1 liefert die
folgende dquivalente Behauptung:

VneN 3keNg: n =1.
Die 3n+1 - Vermutung ist genau dann wahr,
wenn es ein o so gibt, daB 77 alle n > 1 auf

kleinere natirliche Zahlen abbildet. Es han-
delt sich also um ein Normalformenproblem.

Jeffrey C. Lagarias hat eine kommentierte Bi-
bliographie zur 3n 4+ 1 - Vermutung verfaBt,
die er laufend aktualisiert. In der derzeit ak-
tuellen Version vom 10. Juli 2005 umfaBt La-
garias’ Bibliographie 193 Referenzen.

Keiner der Artikel, die dort zitiert werden,
sucht nach einem gruppentheoretischen Zu-
gang oder untersucht die Struktur von bijek-
tiven, ‘der Collatz-Abbildung dahnlichen’ Ab-
bildungen erzeugter Gruppen.

Beispiele

Beispiele fiir rcwa-Abbildungen von Z:

1. ‘Trivialbeispiele’

n—n4+1, n—-n n—n+(-1)"

2. Die Collatz-Abbildung T. Diese ist zwar
surjektiv, aber nicht injektiv.

3. Eine auch bereits von Lothar Collatz be-
trachtete bijektive rcwa-Abbildung ist

3 falls n=0 mod 2,

a: no— (3L falls n=1 mod 4,

3n-l  falls n=3 mod 4.

Die Zykelstruktur dieser Permutation ist
bislang noch nicht vollstandig bekannt.
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Motivation (III)

Man weiB bereits einiges liber die Struktur
unendlicher Permutationsgruppen von be-
schranktem Transitivitatsgrad.

Eine gute Ubersicht iiber diesbeziigliche Re-
sultate gibt der Springer Lecture Notes -
Band Notes on Infinite Permutation Groups
von Bhattacharjee et al..

Betrachtlich weniger ist tiber hoch transiti-
ve Permutationsgruppen bekannt, also lber
solche, die k - fach transitiv fiir jedes k sind.

Die Gruppe der restklassenweise affinen Bi-
jektionen des Rings der ganzen Zahlen ist
eine solche. Uberdies besitzt sie eine reich-
haltige gruppentheoretische Struktur und ist
rechnerischen Untersuchungen zuganglich.

3

Zielsetzung

Es bezeichne RCWA(R) die Gruppe aller bi-
jektiven rcwa-Abbildungen des Rings R.

Vorrangiges Ziel meiner Arbeit war die Unter-
suchung der Struktur der Gruppe RCWA(Z)
der restklassenweise affinen Bijektionen des
Rings der ganzen Zahlen.



Ergebnisse (I)

Die Gruppe RCWA(Z)

e besitzt Z* als epimorphes Bild,

e hat ein triviales Zentrum,

besitzt keinen nichttrivialen auflosbaren
Normalteiler,

ist nicht endlich erzeugt,

besitzt endliche Untergruppen samtlicher
Isomorphietypen, und

e hat zu zwei vorgegebenen Untergruppen
stets eine zu deren direktem Produkt iso-
morphe Untergruppe.

Ergebnisse (V)

Eine affine Abbildung n +— (an+b)/c von Q ist
genau dann ordnungserhaltend, wenn a > 0.

Eine rcwa-Abbildung von Z heiBe klassenwei-
se ordnungserhaltend, wenn alle ihre affinen
Teilabbildungen ordnungserhaltend sind.

Es gilt: Die Untergruppe
RCWA™T(Z) < RCWA(Z)
der klassenweise ordnungserhaltenden bijek-

tiven restklassenweise affinen Abbildungen
besitzt (Z,4) als epimorphes Bild.

Die genannten Aussagen lassen sich zum
groBen Teil allgemeiner formulieren fiir Grup-
pen RCWA(R) Uber jeweils geeigneten eukli-
dischen Ringen R.
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Ergebnisse (II)

Die Gruppe RCWA(Z)

e hat nur endlich viele Konjugiertenklassen
von Elementen einer gegebenen ungera-
den Ordnung, aber unendlich viele von
Elementen einer gegebenen geraden Ord-
nung,

wird zu einer Gruppe von Homodomorphis-
men, wenn man Z durch Wahl der Menge
aller Restklassen als Basis mit einer To-
pologie versieht, und

operiert transitiv auf der Menge aller von
(0 und Z verschiedenen Vereinigungen je-
weils endlich vieler Restklassen von Z.

Ergebnisse (III)

Methoden (I)

Es wurden explizit Epimorphismen
sgn: RCWA(Z) — Z*
(‘Signatur’) sowie
det: RCWAT(Z) — (Z,+)
(‘Determinante’) konstruiert.
In der in der Definition einer rcwa-Abbildung

verwendeten Notation gilt fiir eine Permuta-
tion o € RCWA(Z)

det(o) = - Drtm)
m r(m)eZ/mZ Ia‘r(m)l

sowie

det(@)+ Y = 2r
sgn(o) = (1) 7'(1n):(17(m)<0
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Die Gruppe RCWA(Z)

operiert hoch transitiv auf Z, und hat
deshalb nur nichttriviale Normalteiler, die
ebenfalls hoch transitiv auf Z operieren,

besitzt nur nichttriviale Normalteiler, die
zu jedem k € N eine Untergruppe haben,
die auf einer geeignet gewadhlten Partition
von Z in mehr als k Restklassen operiert
und auf ihr eine volle symmetrische Grup-
pe induziert, und

hat einen Normalteiler, der erzeugt wird
von Bildern der Elemente v :n+—n+41,
s:inr— —nund 7:n—n+(—1)" unter
gewissen konkret angebbaren Monomor-
phismen der Gruppe RCWA(Z) in sich
selbst.

Methoden (II)

Zur Ideenfindung haben umfangreiche rech-
nerische Untersuchungen mit meinem GAP-
Package RCWA beigetragen.

Im Beweis, daB es sich wirklich um Epimor-
phismen handelt, werden Restklassen [r/m]
mit fixierten Reprdsentanten und vorzeichen-
behaftetem Modul eingefiihrt.

Ferner wird eine Invariante § derartiger Rest-
klassen definiert wie folgt:

(i) = 7 - 3
m T m 2
Diese Definition wird additiv fortgesetzt auf

Partitionen P von Z in endlich viele Restklas-
sen [r/m]:

o= v ([

lr/mlep T

Ergebnisse (IV)

Es gilt:

e Eine endliche Erweiterung G > N eines
subdirekten Produkts N endlich vieler un-
endlicher Diedergruppen besitzt stets ein
monomorphes Bild in RCWA(Z).

e Die Homomorphismen einer vorgegebe-
nen endlichen Gruppe G ungerader Ord-
nung nach RCWA(Z) werden bis auf in-
nere Automorphismen von RCWA(Z) pa-
rametrisiert durch die nichtleeren Teil-
mengen der Menge der Aquivalenzklassen
von transitiven endlichen Permutations-
darstellungen von G.
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Methoden (III)

Es wird gezeigt, daB der Wert §(P) mod 1
fur jede Partition P gleich ist. Ferner wird
gezeigt, daB fiir o € RCWAT(Z) gilt:

5(P7) = §(P)+ det(o).

Dies liefert die Ganzzahligkeit der Determi-
nante sowie die Additivitdt der Determinan-
tenabbildung.

Beispiele:
e Esist det(n—n+1)=1.

e Es bezeichne o die eingangs erwahnte
Collatz'sche Permutation. Dann ist

det() = ;(0+5+0-3) = 0.
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Methoden (IV)

Im Beweis, daB die Signaturabbildung ein
Epimorphismus ist, wird eine Invariante g ein-
gefiihrt wie folgt:

o(I7]) = oo (55([2])) fars m>o0,
([]) oo (2([2])) st m <o

Hierbei sei exp : z — €272,

Diese Definition wird multiplikativ fortge-
setzt auf Partitionen P von Z in endlich viele
Restklassen [r/m]:

oP) == I Q(H)
r/mlep
Es wird gezeigt, daB ¢(P) bis auf etwai-
ge Multiplikation mit -1 unabh&ngig von der
Wahl von P ist.
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Strukturubersicht

“°
id vi—s —1
-

1— (2, w5) - AFF(Z) %1!2.{

ker sgn RCWA™*(Z)
X id
o
1 ker ’det
1

Methoden (V)

Ferner wird gezeigt, daB fiir o € RCWA(Z)
gilt:

o(P?) = o(P)-sgn(o).
Dies liefert die Multiplikativitat der Signatur-

abbildung, sowie zusammen mit der vorher-
gehenden Aussage sgn(o) € {—1,1}.
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Methoden (VIII)

Es sei P = {ri(m1),...,rp(my)} eine Par-
tition von Z in endlich viele Restklassen.
Dann erzeugen die Klassentranspositionen
Tri(mg),r;(m;) eine zur symmetrischen Gruppe
Sy, isomorphe Gruppe, die treu auf P operiert.

Nimmt man die Abbildungen Vpa(m;) und
Sri(my;) ZUr Menge der Erzeugenden hinzu, so
erhdlt man eine zum Kranzprodukt Do Sy
isomorphe Gruppe.

Es wurde gezeigt, daB alle Untergruppen von
RCWA(Z), fiir die Menge der Moduln derer
Elemente es eine obere Schranke gibt, auch
Untergruppen einer solchen Gruppe sind, vor-
ausgesetzt, man wahit jeweils k geniigend
groB und P geeignet.

Es wurde ebenfalls gezeigt, daB die von al-
len diesen Untergruppen erzeugte Untergrup-
pe von RCWA(Z) ein Normalteiler ist.
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Methoden (VI)

Es sei f : R — R eine injektive rcwa-
Abbildung. Der zu f assoziierte Einschrdn-
kungsmonomorphismus

mp i RCWA(R) — RCWA(R), o+ oy
sei so definiert, daB das Diagramm

g

R— R
of
stets kommutiert, und oy das Komplement
des Bildes von f punktweise fixiert.

Beispiele (I)

Methoden (VII)

Es sei

2n+2 falls n e 0(3),
n44 falls ne1(6),
g: no— (% falls n € 2(6),
n—4 falls n € 4(6),
n—2 falls n € 5(6)

und

2n+2 falls neo0(3),
n—2 falls n € 1(6),
h: nw— (% falls n € 2(6),
n—1 falls n € 4(6),
n—+1 falls n € 5(6).

Dann ist ord(g) = 7 und ord(h) = 12.
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Es sei r(m) C Z eine Restklasse, und es sei
v:n—n+1lund < :n— —n. Ferner sei
Vp(m) i= yT—mntr und Sr(m) = ¢M—mntr . Die
Abbildungen v,y und ¢.,) erzeugen eine
unendliche Diedergruppe, die auf der Rest-
klasse r(m) operiert.

Es seien r1(m1),m2(m»>) C Z Restklassen, und
es sei 7 :n+—n—+4 (—1)". Ferner sei

H =y (my),ro(ma) € Rewa(Z),

min 4+ 2rp

> falls n € 0(2),
n
W falls n € 1(2)
Dann ist 7, )= 7™k eine Involution,

r1(mq),ro(mo
die die Restklassen r1(m1) und ro(mso) ver-

tauscht (‘Klassentransposition’).
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Beispiele (II)

Die Gruppe G := (g, h) operiert auf der Par-

tition

P :={0(12), 1(12), 3(12), 4(12), 5(12),
6(12), 7(12), 9(12),10(12),11(12),
2(24), 8(24),14(24),20(24) }

von Z. Die von G auf P induzierte Permuta-

tionsgruppe ist isomorph zu

H = ((1,11,2,5,3,12,4)
(6,13,7,10,8,14,9),
(1,11,2,10)(3,12,4)
(5,6,13,7)(8,14,9)).

Die Ordnung von H ist 322560, und H’ ist
eine perfekte Gruppe der Ordnung 161280.
Der Kern der Operation von G auf P ist eine
freie abelsche Gruppe vom Rang 6.
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Beispiele (III)

Die von den Permutationen

3n falls n € 0(2),
a: n — 3"1'1 falls n € 1(4),
3n=1l  falls n e 3(4)

und
3 falls n € 0(5),

Mtl  falls n e 1(5),
B: m o= 3= falls noe2(5),
=2 falls n € 3(5),
IEL  falls n € 4(5)

erzeugte Gruppe operiert (mindestens!) vier-
fach transitiv auf der Menge der natiirlichen
Zahlen (# 0).

(Beweis rechnerisch mit RCWA .)
24

Beispiele (VI)

Es sei k1= Ta(4),3(4) " T3(4),8(12) " T4(6),8(12)"

Die Permutation k besitzt nur endliche Zykel,
hat aber dennoch unendliche Ordnung. Der
folgende Graph visualisiert die durch sie in-
duzierten Ubergange zwischen den einzelnen
Restklassen (mod 12):

3(12)
n+1
3
3n+2 nti

24) 25412 > 8(12) 33 >11012)

2n —2
n—1 n+1
3

7(12)

n—1

3n+2
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Beispiele (IV)

Die von den Permutationen
v:inw—n+1l
und

2n —2 falls ne 1(2),

T1(2),0(4) - N ”22 falls n € 0(4),
n falls n e 2(4)

erzeugte Gruppe operiert 3-fach transitiv,
aber nicht 4-fach transitiv auf Z.

(Beweis rechnerisch mit RCWA .)
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Beispiele (VII)

Beispiele (V)

Es sei p eine ungerade Primzahl, und

Tp = T0(8),1(2p) * T4(8),2p-1(2p)
T0(4),1(2p) " T2(4),2p—1(2p)
"T2(2p),1(4p) * T4(2p),2p+1(4p)

Dann ist op gegeben durch

n/2 falls n € 0(4)\ My,
n+1 falls n € 1(2p),
(pn+2p—2)/2 falls ne2(4),
n—qn falls n e 1(2)\ Mo,
n—3 falls n € 4(4p),
n+2p—7 falls n € 8(4p),
n—2p+5 falls n € 2p—1(2p)

mit My = 4(4p) U 8(4p)
und My = 1(2p) U2p — 1(2p).

26

Offene Fragen

Die von den Permutationen 7 : n+— n+4(—1)"
und
o TY 1=0k mod 3
= kH Tok-1_1(2k+1) 2k f2k—1_1(2k+1)
=1
(r € {0,1,2}) erzeugte Gruppe ist isomorph
zur Grigorchuk-Gruppe.

Die Erzeugenden 7, 79, 71 bzw. 7 entspre-
chen a, b, ¢ bzw. d in der Notation von

R. I. Grigorchuk.

Bernside's Problem on Periodic Groups.
Functional Anal. Appl. 14:41-43, 1980.
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Ist RCWA(Z) > kersgn > 1 eine Kompo-
sitionsreihe?

Wird RCWA(Z) von den Abbildungen
Vr(m)r Sr(m) UND Ty (my),rp(my) €TZEUGL?

Sind endlich erzeugte Untergruppen von
RCWA(Z) stets endlich prasentiert?

Welche Transitivitatsgrade kann die Ope-
ration einer endlich erzeugten Untergrup-
pe von RCWA(Z) auf Z haben?

Besitzt RCWA(Z) nichttriviale duBere
Automorphismen?

Enthaltenseins- / Konjugiertheitsproblem

in endl.-erz. Untergruppen von RCWA(Z).
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Beispiele (V')

Die eingangs genannte Collatz'sche Permu-
tation « laBt sich in Klassentranspositionen
faktorisieren. Man bendtigt allerdings ‘ziem-
lich viele’ Faktoren.

Ein in RCWA implementiertes Verfahren, ei-
ne solche Faktorisierung einer gegebenen
rcwa-Abbildung zu bestimmen, stiitzt sich
wesentlich auf die Abbildungen o, sowie de-
ren Bilder unter Einschrankungsmonomor-
phismen.

Deren ‘Schliisseleigenschaft’ ist, daB in den
Zahlern nur der Faktor p, in den Nennern
hingegen nur der Faktor 2 vorkommt. Man
kann sie daher dazu verwenden, gewisser-
maBen ‘Ubergewichte’ einzelner Primfakto-
ren der Koeffizienten in Zahler und Nenner
der affinen Teilabbildungen auszugleichen.
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